VERIFICA DI IPOTESI

" R —
VERIFICA DI IPOTESI STATISTICA

La prima cosa da capire & perché serva la statistica per verificare una ipotesi

= Una ipotesi scientifica & un enunciato, una affermazione, su un fenomeno
osservabile direttamente o indirettamente, almeno in linea di principio, nel mondo
fisico

®m  Una ipotesi scientifica quindi deve potere essere oggetto di verifica empirica:
occorre verificare se i dati osservativi risultano in accordo con quanto previsto
dall'ipotesi (teoria, modello, ...)

m  Popper K. nel 1934 chiarisce definitivamente la questione scienza/non-scienza,
dettando quello che diventa il principio di scientificita della moderna epistemologia:
il principio di falsificabilita
O solo le ipotesi falsificabili sono di interesse della scienza, tutte le altre teorie
appartengono alla metafisica (es. astrologia, mitologia, religioni, ...)

O alla metafisica, cioé alle non-scienze, non si applica la categoria del vero/falso:
se un enunciato non pud essere falso, hon pué nemmeno essere vero
m  Laverifica dell'ipotesi presenta una asimmetria logica:

O una ipotesi non pud mai essere definitivamente verificata: perché le sue
conseguenze sono logicamente infinite ed esiste sempre la possibilita che una
nuova osservazione risulti in disaccordo

O invece basta una sola osservazione contraria all'ipotesi perché essa sia, dal
punto di vista logico, definitivamente falsificata
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m  Dunque una ipotesi pud essere temporaneamente confermata (vera) o
definitivamente falsificata (7a/sa): dunque cosa c'entra la statistica ?

m Tl principio di Popper & logicamente ineccepibile: ma la sua verifica di ipotesi &
deterministica, assume di essere in presenza di dati certi, ovvero in assenza di
errori di misura/rilevazione/osservazione

m  Purtroppo peré anche i dati empirici non sono mai certi:
sono affetti dall'errore di misura, e sono in una certa
misura determinati dal caso: quel complesso di piccoli
fattori indipendenti e singolarmente irrilevanti, che
perd in alcuni casi (con bassa probabilitd) possono
anche produrre un dato osservato lontano dal vero

@ u+e con &~N(0,0)
J7i

m  Sipone quindi il problema della validita statistica dei risultati empirici:
¢ il grado di probabilita che i risultati osservati non siano casuali, cioé dovuti a
coincidenze fortuite (fluttuazioni, dello strumento, errore di campionamento, ...)
anziché riflettere il vero andamento del fenomeno

|
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= Esempio. Le oche sono bianche ?
O Occorrerebbe esaminare tutte le oche del mondo...
O Supponiamo di osservare un campione di 1000 oche: 999 B e 1 NON B

= Per Popper l'ipotesi & falsificata, e questo sarebbe logicamente ineccepibile, se
i dati fossero assolutamente certi: ma anche i risultati dell'osservazione
possono risultare falsati, ovvero non corrispondenti alla realta

O l'osservatore o lo strumento pué avere sbagliato nel determinare il colore
(es. pud essere stato tratto in inganno dalle condizioni di luce)

O pud essere stato commesso un errore nel registrare il dato sulla scheda
cartacea o nel trascriverlo sul supporto magnetico (file)

O o magari nel campione & entrata per sbaglio un'anatra

O le possibilita di errore nel processo di rilevazione dei dati empirici sono
molto numerose ...

= Allora ci chiediamo: & davvero sufficiente un caso contrario su 1000 per
abbandonare una ipotesi che potrebbe in realta essere vera ?
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La verifica statistica delle ipotesi & un metodo per valutare se ritenere
accettabile una determinata ipotesi sulla base dell'evidenza empirica disponibile

m  Per verificare una ipotesi occorre un metodo statistico perché la conoscenza
empirica non ¢ assolutamente certa (¢ sempre di natura campionaria):

O sia perché non & possibile osservare tutta la "popolazione”

O sia perché lo strumento stesso produce misure affette da errore casuale
m Lo scostamento del risultato empirico da quello atteso pud quindi:

O essere dovuto al fatto che I'ipotesi & sbagliata

O oppure pud essere dovuto al caso, benché I'ipotesi sia effettivamente vera

m  Tuttavia, se il risultato dell' osservazione & "lontano" da quello previsto secondo
I'ipotesi, allora & improbabile che I'ipotesi sia vera, cioé che tale scostamento sia
imputabile al caso

m Tl problema diventa quindi come guantificare il grado di accordo/disaccordo del
risultato osservato con quanto previsto dall'ipotesi, per formulare una regola di
accettazione/rifiuto dell'ipotesi
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= Fasi della verifica di ipotesi statistica

O formulazione del sistema di ipotesi: & costituito dall'ipotesi da verificare,
detta ipotesi nulla (Ho), e dall'ipotesi alternativa (H1), generalmente la
negazione logica della prima

O scegliere la statistica test: una quantitd calcolata sui dati osservati, che
sintetizza |'informazione portata dal campione ai fini dell'inferenza

O esplicitare le assunzioni: ipotesi ausiliarie che non vengono sottoposte a
verifica, ma si rendono necessarie per lo sviluppo formale del metodo: di
solito riguardano la distribuzione della variabile dipendente (ovvero del
processo di misura che genera i dati osservati)

O determinare la distribuzione campionaria della statistica test: immaginando
di ripetere il test infinite volte (principio del campionamento ripetuto), la
statistica test assumera valori diversi, descrivendo una propria distribuzione

O prefissare il livello di significativita del test: il test puc anche condurre a
rifiutare una ipotesi vera, ma questo deve avvenire “raramente”; il livello di
significativita stabilisce quante volte al max il test potra condurre ad una
decisione sbagliata

= determinare la regione di rifiuto per |'ipotesi Ho: & il punto di arrivo, ci
permette di decidere se accettare o rifiutare l'ipotesi
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Formulazione dell'ipotesi

= L'ipotesi deve essere formulata come un enunciato di natura guantitativa su una o
pit caratteristiche di un fenomeno o di una popolazione: in ultima analisi, & sempre
riconducibile ad una affermazione su un parametro di una distribuzione

O ipotesi sulla media, la frequenza di un carattere, la variabilitq, ...
O ipotesi sul confronto tra (le medie di) due o pit popolazioni
O ipotesi sulla dipendenza tra due variabili (correlazione, associazione, ...)

= Dunque, quale che sia l'ipotesi da verificare, anche espressa inizialmente in termini
qualitativi (es. "I cigni sono bianchi") occorre formalizzarla in termini quantitativi,
trasformandola in una affermazione sul valore di un parametro di una distribuzione

= L'ipotesi da verificare (o falsificare) viene detta ipotesi nulla e indicata con Ho,
mentre l'ipotesi alternativa viene indicata con H1

O Ho viene detta ipotesi nulla perché si preferisce formulare come Ho l'ipotesi
che descrive una situazione di riferimento, o che rappresenta un valore base,
rispetto alla quale evidenziare una differenza o un effetto

O Ho deve essere una ipotesi puntuale (cioé una singola affermazione, ovvero un
valore ben determinato), mentre H1 pud essere una ipotesi complessa (un
insieme di valori): si tratta di un requisito per lo sviluppo formale del metodo
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= Il Sistema di Ipotesi
m  Ho e H1 costituiscono il sistema di ipotesi

m Il sistema di ipotesi si dice di tipo bilaterale (o bidirezionale, o a due code)
quando H1 & una ipotesi complessa (cioé descrive pil valori) e comprende sia i
valori minori che quelli maggiori rispetto al valore puntuale previsto da Ho:

Hy: p=p,

Hy Gz i)

= Il sistema di ipotesi & invece unilaterale (o unidirezionale, o ad una coda) nei
seguenti casi:

dove fi, & un valore qualsiasi (es. 100)

Hy: pu=p, oppure |H,: u=p,
H:p>p, Hy:p<py,
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= Esempio
Gli studenti dell'universita di Verona sono pit intelligenti della media ?

O Supponiamo di decidere di misurare l'intelligenza con il test del QI (ammesso
che il QT misuri l'intelligenza...)

O Per costruzione, nella popolazione di riferimento il QI ha media 100, quindi
ossiamo formulare il sistema di ipotesi:
P P H,: u=100

H, : u>100

O l'ipotesi nulla afferma che il QI medio degli studenti di Verona & uguale a
quello della popolazione (100), cioé che non sono piu intelligenti (non c'e
differenza)

O lipotesi alternativa H1, in questo caso, prende in considerazione solo il caso
che la classe abbia una media superiore: stiamo cioé escludendo a priorila
possibilita che possa invece essere inferiore...

O La scelta di una alternativa unilaterale anziché bilaterale incide sul risultato
e deve essere operata con molta cautela: infatti se le nostre aspettative
risultassero sbagliate, potremmo sbagliare conclusione
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= Esempio
Ritorniamo all'ipotesi "I cigni sono bianchi": come possiamo formulare in termini
statistici, quantitativi, questa ipotesi espressa in forma qualitativa ?

O dobbiamo formalizzarla trasformandola in una affermazione sul parametro di
una distribuzione

O in questo problema, possiamo considerare il colore come una variabile
qualitativa a due livelli (dicotomica), che pud assumere solo le due modalita:
bianco e non-bianco

O la distribuzione di questa variabile & caratterizzata dalla percentuale di unita
bianche (che sappiamo essere la media per una variabile dicotomica 0/1)

O lipotesi da verificare afferma che tutti i cigni sono bianchi, contro
I'alternativa che ci siano anche cigni non-bianchi

O dunque, se indichiamo con pi-greco la percentuale di cigni bianchi “nel mondo”,
il sistema di ipotesi pud essere scritto:
potestp H,: r=1

H : <l

O L'alternativa € qui unilaterale: in questo caso & una scelta obbligata, dato che
una percentuale non pud essere maggiore di 1
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Vv

ERIFICA DI IPOTESI

Esempio
Vogliamo verificare se c'¢ una differenza di altezza (o qualunque altra variabile
quantitativa) tra due popolazioni. Come possiamo formulare l'ipotesi ?

Le due popolazioni, A e B, avranno ovviamente due diverse distribuzioni per la
variabile altezza:

O diciamo di accontentarci di confrontare le medie delle due distribuzioni,
supponendo che presentino uguali variabilita (o molto simili) e andamento cioe
forma Normale (ipotesi questa che pud reggere per l'altezza, ma non per altre
variabili, ad es. il reddito)

O ecco allora che abbiamo gia individuato come formalizzare I'ipotesi in termini
statistici: puo essere espressa come confronto tra le medie delle due
distribuzioni

Ricordiamo che Ho deve essere una ipotesi puntuale, cioé una affermazione secca
sulla situazione prevista, non un range di possibilita: per questo dobbiamo
formulare come ipotesi nulla Ho che le due medie siano uguali, e come H, che siano
diverse:

Hy o gy =ty
Hyoopy # g
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La Statistica Test (il Test)

La statistica test, o semplicemente il Test, & una quantita che viene calcolata a
partire dai dati osservati, in grado di riassumere l'informazione campionaria
rilevante ai fini dell'inferenza

La statistica test da utilizzare varia a seconda del problema, cioe del sistema di
ipotesi (e delle assunzioni ausiliarie): la scelta € in realta pit semplice di quanto
si possa tfemere, almeno nei problemi standard che si incontrano pid
frequentemente

T principali problemi di verifica di ipotesi hanno infatti una soluzione nota, gia
sviluppata, ovvero un Test pronto all'uso: il lavoro diventa quello di cercare di
ricondurre il problema reale ad una di queste situazioni standard

Esempio:

H,: p=yp X— U test T di Student
- | t="7""S2
Hl : ﬂiﬂo S/\/;

La statistica test osservata (a posteriori) non & altro che un humero, calcolato
sui dati campionari: esattamente come la media o la deviazione standard
campionarie (anzi spesso si basa proprio su tali statistiche campionarie)
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VERIFICA DI IPOTESI

La Regione di rifiuto

La Regione di rifiuto & |'insieme dei valori che la statistica test non dovrebbe
assumere, se & vera |'ipotesi nulla, se non per effetto del caso e con una
probabilitd molto bassa

HO: /’l:/’lo
Hl : /u;tl[lo

|
/ | \

valore valore ) .
se il test statistico critico ctitico se il test statistico

cade qui scartare H - - cade qui scartare Hy
e

se il test statistico
cade qui accettare H,

Se il valore assunto dalla statistica test cade nella regione di rifiuto, il
risultato campionario risulta significativamente lontano dall'atteso

Quando il valore osservato del Test cade nella regione di rifiuto, questo
conduce al rifiuto dell'ipotesi nulla, perché il risultato empirico & in disaccordo
con quanto previsto dall'ipotesi
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VERIFICA DI IPOTESI

Nella maggior parte delle applicazioni pratiche, la regione di rifiuto consistera
in un intervallo, o nell'unione di due intervalli, a seconda che il test sia
unilaterale o invece bilaterale

Nel caso di un test unilaterale
(es. coda a destra) la regione di
rifiuto sard tutta da un lato

HO: ﬂ:ﬂo

H, :u>up, o

se il test statistico
se il test statistico cade qui scartare H
cade qui accettare H,
Arrivare a determinare la regione di rifiuto significa anche avere la regola di
accettazione/rifiuto dell'ipotesi Ho: tutto il metodo consiste effettivamente
nella determinazione della regione di rifiuto per il Test

La determinazione della regione di rifiuto richiede che si conosca la
distribuzione della statistica Test
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La distribuzione campionaria della statistica Test

m A posteriori, dato un campione, la statistica test osservata e un numero.
A priori, se immaginiamo di ripetere infinite volte il campionamento, la statistica
test assume valori sempre diversi, descrivendo una distribuzione tipica di quel test

= Ogni test ha cioé una propria distribuzione specifica, con una forma caratteristica
(tanto che in molti casi prende il nome dal test stesso), che deve essere
determinata per poter procedere alla determinazione della regione di rifiuto

= La statistica test & una trasformazione delle n variabili indipendenti X(i): quindi la
sua distribuzione dipende da quella delle variabili elementari X(i) di cui si compone,
e dal loro numero (n), oltre ovviamente che dalla sua espressione analitica

= Esempio: il test T di Student
x X—H,

t
P / \/_ n-1

= Ricavare la distribuzione della statistica test & un problema matematico che
richiede nozioni avanzate di calcolo delle probabilita

= Per tutti i problemi standard, questo lavoro ¢ gia stato fatto e quindi gia
conosciamo le distribuzioni dei test che si usano pil frequentemente; oltre alla
Normale, le distribuzioni che ricorrono maggiormente sono:
T di Student, F di Snedecor, Chi-Quadrato

. — Prof. Claudio Capiluppi - Facolta di Scienze della Formazione - A.A. 2006/07

Test sulla media di una popolazione

= Uno dei problemi piti semplici & quello dell'ipotesi sulla media di una popolazione, che
Si pud presentare con due varianti:

O la varianza della popolazione & nota

O la varianza della popolazione & ignota

=  Primo caso: Varianza nota
= Quando la varianza & nota, per testare una ipotesi sulla media si usa il test z:

H, : u= X —
o MM o XA HOe‘vera
Hl:lu;tluo O-nota/\/;

= che si distribuisce normalmente, quando Ho & vera, infatti:

X ~N(u,0) iid.¥i = )?~N(,u,%)

Quando H évera: p =y, e seinolire o énota: Z=_—'UONN(0, 1)
)

nota
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n-1

Secondo caso: Varianza ignota
= Quando la varianza ¢ ignota, si perviene al test t di Student :

Hytp=p, | _%-u

~t | H, évera
H :p+u, n

una distribuzione a forma di campana,

= La statistica test t di Student presenta PAN:
simile alla distribuzione Normale Ys
g |

= La Distribuzione t di Student / - \

= La forma della curva t di Student e _ \ Sl
¢ caratterizzata da un unico : | el -
parametro, detto gradi di libertd g !

m Al crescere del valore di questo parametro (cioe al crescere dei gradi di libertd),
la forma della distribuzione t si avvicina sempre pil a quella della Normale:

O per n> 30 si puo utilizzare direttamente la tavola della Normale
O per n<= 30 esistono e si devono usare le tavole specifiche per la t di Student

= Perché valga questo risultato & necessario che siano vere alcune assunzioni: le X(i)
devono essere i.i.d. cioé indipendenti e identicamente distribuite Normalmente
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®m  Assunzioni

= Le assunzioni sono ipotesi accessorie che si rendono necessarie per lo sviluppo
formale del metodo, cioe per determinare la distribuzione del test statistico

= Le assunzioni generalmente riguardano la distribuzione della variabile
osservata, o meglio del processo di misura che genera i dati osservati

= Le assunzioni, in quanto tali, hon sono necessariamente vere, ma non sono
oggetto di verifica nel problema in questione:

O possoho essere esse stesse sottoposte a verifica preliminarmente, cioé
prima di affrontare il problema di verifica che ci interessa

O altrimenti devono comunque essere giustificate caso per caso

= T risultati della verifica di ipotesi statistica possono essere seriamente
compromessi dalla violazione di una delle assunzioni su cui si basa lo specifico
test, e magari condurre al rifiuto di una ipotesi in presenza di una evidenza
empirica in realtd insufficiente per farlo

®  Alcuni test risentono meno di altri della violazione degli assunti, e per questo
sono detti robusti: in tutti gli altri casi dobbiamo preoccuparci che le
assunzioni siano verosimili




. _ Prof. Claudio Capiluppi - Facolta di Scienze della Formazione - A.A. 2006/07

Il livello di Significativita del test

Un criterio per determinare la regione di rifiuto consiste nel prefissare la
probabilita (il rischio) di rifiutare erroneamente |'ipotesi Ho nel caso che sia vera

La probabilita di commettere tale errore, detto errore di I tipo, viene chiamata
livello di significativita de/ fest e indicata con o :

a = P{rifiutare H, | H, vera}
Se, ad esempio, si fissa a =0,05 significa che si accetta il rischio di sbagliare
conclusione, nel senso di rifiutare una ipotesi nulla vera, 5 volte su 100
Il livello di significativita prefissato determina la "dimensione" della regione di
rifiuto (e di quella di accettazione):

a = P{t e[regione di rifiuto] }
maggiore & il valore di « tollerato e maggiore
sara la dimensione della regione di rifiuto

al contrario, minore ¢ il valore prefissato di o
e maggiore sara la dimensione della regione di
accettazione: quindi il test risultera pil
conservativo nei confronti dell'ipotesi Ho
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Nel caso di test bilaterale, o a due code:
HO : ﬂ = ILlO
Hl : lll * /’lo

si individua una regione di rifiuto del tipo

(—o0,—t,,,] U[t,,,+o) taleche
a=P{t<-t,, U t21,,}

ovvero una regione di accettazione: (—t,,, , t,,, ) per la quale:
Pi-t,,<t<typ}=l-a

dove —f%,, e [,, sonoivaloricriticia sinistrae a destra della statistica
test ottenuti in corrispondenza del livello di significativitd a prefissato,
equiripartito (a/2) sulle due code della distribuzione della statistica test

Se il valore osservato della statistica test cade in tale regione
=> |'ipotesi nulla viene rifiutata
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= Nel caso di test unilaterale, o ad una coda:
Hy: u=p,
H, @ pu>p,
si individua una regione di rifiuto del tipo
[¢,,+) taleche P{ t>2t,} =«

ovvero una regione di accettazione per cui sia P{t<t, }=1-a

I, & il valore critico della statistica test, ottenuto in corrispondenza del livello di
significativita a prefissato

= Se il valore campionario osservato di T & maggiore del valore critico, |I'ipotesi nulla
viene rifiutata, altrimenti viene accettata
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= Test bilaterale (a due code):
a=P{t<-t,,, t>t,,}
P{_ta/z <t<ta/2 }=1—0{

I'area o viene divisa a metd e cosi si
determinano i due valori critici per
il test: —¢,, e t,,

= Nel caso di test unilaterale (a una coda)
I'area di dimensione o sard tutta da una

parte (es. a destra):
a=P{tzt,}
P{i<t t=1-a
= Comunemente, i valori utilizzati per a sono 0,05 0 0,01 : 0,01 & pitl conservativo nei
confronti di Ho, che viene rifiutata solo di fronte ad un risultato empirico pitl netto

= Queste soglie sono arbitrarie e puramente orientative: i numeri indicati non hanno
altra proprieta che quella di essere numeri tondi, ma sono quelli generalmente

adottati




. _ Prof. Claudio Capiluppi - Facolta di Scienze della Formazione - A.A. 2006/07

Significativita Osservata (o p-value)

= Tl livello di significativita osservato (o osservato) é la probabilita di commettere un
errore di I tipo (rifiutare Ho quando e vera) dato il risultato campionario effettiva-

mente osservato: ) . . )
a, = P{rifiutare H | risultato campionario osservato }

= Inpratica, |' a osservato ¢ la probabilita che la statistica test produca un valore
ancora pitl lontano dall'atteso di quello osservato, nel caso che sia vera Ho.
Ad es. nel caso di un test ad una coda (a destra) :

1 - aOSS
Hy: p=p
0 - (4 _
aoss - P { t2 toss }
Hl : /’l > /’lo
m L' o osservato & una misura della ; —
verosimiglianza dell'ipotesi nulla, t t t

in base al risultato osservato nel campione:

O maggiore & |' o osservato, e pill l'ipotesi nulla & verosimile e quindi risulta
"confermata” dalle osservazioni, cioe compatibile con il risultato empirico

O viceversa minore & |' a osservato, e pill & improbabile che Ho sia vera:
il risultato osservato risulta troppo (significativamente) diverso dall'atteso,
cioé da quanto previsto da Ho
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Inpratica, se &, <, 000

=> si rifiuta Ho

0 oss

= L' o osservato permette di trarre immediatamente la conclusione sull'accettazione
o il rifiuto dell'ipotesi, indicandoci anche guanto l'ipotesi e verosimile (e quindi
confermata) sulla base dei dati osservati

= Per questa ragione tutti i programmi software utilizzano in realta questo secondo
metodo, invece di calcolare i valori critici per il test, e forniscono quindi I' a
osservato, spesso indicato come p-value

= Esempio
Se risulta o osservato = 0,045 che conclusione traiamo sull'ipotesi ?
Al 5% di significativita, Ho viene rifiutata: ma la sua verosimiglianza € davvero
molto vicina alla soglia del 5% (e ancora compatibile con la soglia del 1%): quindi
avremmo bisogno di un campione pitl humeroso per essere pil sicuri
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Accettazione/rifiuto dell'ipotesi

Ricapitolando, dopo aver scelto il test appropriato al problema, esistono dunque
due metodi equivalenti di procedere

Primo metodo: classico (o dei valori critici del test)

O prefissare il valore arbitrario di a (es. 0,05 oppure 0,01), al di sotto del quale
si vuole decidere per il rifiuto di Ho

O determinare di conseguenza, conoscendo la distribuzione della statistica test
(sotto Ho), il valore critico (test ad una coda) o i due valori critici (test a due
code) che individuano le regioni di accettazione e di rifiuto

O verificare in quale regione cade il valore osservato della statistica test
Secondo metodo: p-value (o osservato)

O calcolare il livello di significativita a osservato (p-value)

O si rifiuta I'ipotesi nulla se I' o osservato & minore di una soglia prefissata

O con questo metodo abbiamo anche una indicazione di guanto l'ipotesi nulla &
confermata (o invece falsificata) dai dati osservati: quanto pitl a osservato &
piccolo, tanto pitl il risultato osservato risulta significativamente diverso da
quello atteso
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Gradi di liberta

La distribuzione della statistica test dipende dalla humerosita campionaria e dai
parametri che devono essere stimati per costruire la statistica test:

O la varianza delle stime dei parametri & funzione (inversa) della numerosita
campionaria

O il numero dei parametri da stimare e esso stesso rilevante: oghi parametro
stimato introduce un vincolo per il sistema dei dati

La differenza tra numerosita campionaria e numero di parametri stimati per
costruire il test (meno uno), viene chiamato numero di gradi di liberta del
problema:
gl=n—(k—-1)=n-k+1
O questo numero caratterizza la forma delle principali distribuzioni utilizzate
(2, t di Student, F di Snedecor)

O ad eccezione della Normale, che perd si usa quando la statistica test (z)
prevede la stima di un solo parametro, la media
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= Robustezza del test. Test parametrici e non parametrici

= In molti test lo sviluppo formale del metodo richiede di fare delle assunzioni
circa la forma della distribuzione che ha generato le osservazioni, che si
considera quindi nota a meno di un certo numero di parametri: I'ipotesi viene
formulata sui valori di tali parametri. Questo approccio & defto parametrico.

m  Inparticolare sia il test t di Student che il test F di Snedecor sono test
parametrici e assumono che le popolazioni siano distribuite hormalmente.

= T test parametrici sono i test pili potenti a disposizione, nel senso che riescono a
discriminare, cioé ad individuare differenze, anche disponendo di una piccola
evidenza empirica. Tuttavia, al venir meno delle condizioni su cui si basano, i
risultati di questa classe di test diventano inaffidabili.

®  Una procedura statistica che, al contrario, sia relativamente insensibile al venir
meno delle assunzioni, viene detta “robusta”.

= I test detti non parametrici abbandonano le assunzioni circa la distribuzione di
provenienza dei dati, e restano quindi validi per una pit ampia classe di problemi.
Sono meno potenti, circa il 90-95% della potenza dei parametrici quando le
popolazioni sono Normali, ma piti robusti cioé pitl attendibili quando non sono
rispettate le condizioni di validita dei test parametrici.
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= Fattori di compromissione della validita statistica:

= Tuttii fattori che aumentano I'errore di misura, riducendo la precisione delle
stime, infatti all'aumentare della varianza di stima:

O I' a osservato cresce ovvero aumenta la verosimiglianza dell'ipotesi nulla, e
quindi risultera non significativa la differenza osservata del risultato
empirico dal valore atteso

O aumenta anche la probabilita di commettere un errore di 2° tipo, cioé il
test perde potenza e hon riesce pill a discriminare tra le due ipotesi, a
tutto vantaggio dell'ipotesi nulla.

= La violazione degli assunti sui quali si basa lo sviluppo formale del metodo e, in
particolare, il calcolo della distribuzione della statistica test: in questo caso il
risultato & la sovrastima della potenza del test e la sottostima dell’ a osservato,
che induce a ritenere significative differenze dall'atteso che non lo sono.

= Ad esempio, hel caso dell'analisi della varianza classica, devono essere rispettati
i seguenti assunti:

O Normale distribuzione della variabile dipendente in ciascun gruppo
O indipendenza delle osservazioni dei diversi gruppi
O omoschedasticita dei gruppi a confronto
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Esempio. Metodo classico
Gli studenti dell'universita di Verona sono pit intelligenti della media ?

H,: 11=100
H, : u>100

Avevamo gia formalizzato il sistema di ipotesi:

Selezioniamo casualmente 40 studenti e ne misuriamo l'intelligenza con il test del
QI, ofttenendo una media campionaria pari a 107

Sapendo che il QI nella popolazione si distribuisce come una N(100, 15), ci
chiediamo: una media campionaria di 107 pué essere dovuta al caso, oppure & una
differenza troppo netta, e indica quindi un'intelligenza realmente superiore ?

Essendo nota la varianza della popolazione, il test da usare & :
— K,

XTH,
0'/\/;

nota

z= ~ N(0,1) 1—a =095

Nel nostro caso:
107-100 7
T 15/4/40  15/6,33
Il valore critico di z (o =0,05) = 1,645

=0,05

=2,95

Zy05 = 1,643

0
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LA DISTRIBUZIONE NORMALE

Il valore critico della statistica
test, per (a =0,05), risulta

Zg05 = 1,645

Tavela A1 La distribuzione normale

Il valore osservato della
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0,00 o0 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08

statistica test & pari a 2,95:
quindi cade a destra del valore
critico, nella regione di rifiuto

00,0040

Quindi I'ipotesi nulla deve
essere rifiutata:

il risultato campionario & troppo
distante dall'ipotesi Ho perche
tale scostamento sia imputabile
al caso

possiamo concludere che gli
studenti di Verona hanno un QI
superiore alla media

009




. _ Prof. Claudio Capiluppi - Facolta di Scienze della Formazione - A.A. 2006/07

VERIFICA DI IPOTESI

= Esempio. Metodo dell' o osservato
= Nel caso del nostro problema, cioé di un test z unilaterale con coda a destra:

H,: 1=100 la significativita osservata si calcola come
Hl: IU>100 aOSS:P{ZZZoss}

m Il valore campionario della statistica
test come abbiamo appena visto é:

107-100 7
= T50a0 157633 2
’ oz, z,=295

= Sulle tavole della Normale cerchiamo la probabilita che z sia maggiore di 2,95:
utilizzando le solite tavole, che ci forniscono l'area complementare rispetto a
quella che cerchiamo, otterremo:

a,, = P{z>295}=0,5-0,4984 =0,0016

= La verosimiglianza dell'ipotesi Ho in base al risultato campionario & molto bassa,

minore di 0,05 e anche di 0,01, quindi rifiutiamo senz'altro Ho

= Questo significa che gli studenti sono significativamente pit intelligenti della
media (100) della popolazione
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LA DISTRIBUZIONE NORMALE h

/ .
| \
m  Avendo a disposizione la / - AN
solita tavola, determiniamo == =
l'a 0sservato come: media
Tavola A.1 La distribuzione normale
ao.vx = P{ Z 2 2’95} = z 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 007 0,08 0,09

=0,5-0,4984 =0,0016 00 00000 00040 00080 | 00160 00195 0 .21 00319
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= Test sulle percentuali
m  Un caso particolare di media, come abbiamo visto, & quello della variabile
dicotomica: vediamo come si procede per verificare una ipotesi su una percentuale
H,: r=nr,
H, : r#nx,

= Ricordiamo che nel caso della variabile dicotomica, la varianza & data da p (1-p) ,
il test z quindi diventa: p-7

T [na-x)
n

= Questa formulazione del fest utilizza il valore previsto da Ho anche per calcolare il
valore della varianza della popolazione

= Inalternativa, & possibile stimare invece la varianza della popolazione con quella
campionaria, ottenendo il test t: -z
P_%,

p(l-p)

n
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= Esempio
Ritorniamo al nostro problema dei cigni. Dunque dobbiamo decidere se i cigni sono
bianchi... H - r=1
0 = percentuale di cigni bianchi
H :r<l

= Supponiamo di avere effettuato un campione di 100 cigni e averne trovati 99
bianchi e 1 non bianco: tale evidenza empirica & sufficiente per considerare
falsificata l'ipotesi ?

= Per la particolarita dell'ipotesi, che descrive un caso estremo, preferiamo stimare
la varianza con quella campionaria e adottare il test t:

_ 0991 _ -001 _ -001 _-001_ 001_ (C1,005)
\/0,99(1—0,99) \/0,99-0,01 \/0,0099 \/0,01 0,01
100 100 100 100

= Per n=100 possiamo utilizzare il valore critico
della normale

= Il valore di t campionario cade nella

. . . " 0,05
regione di accettazione, quindi non //
consideriamo Ho falsificata

= 2/100 basterebbero ? e 1/1000 ? tyos = —1,645




